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CONTROLABILITE D’UN pROBLEME NON LINEAIRE
INVERSE DE LA THEORIE DE TRANSPORT

S. Lahrech

Résumé. Dans cette note, on étudie la contrdlabilité d’un probléme non linéaire inverse de
la théorie de transport. Comme référence, on se base sur un résultat d’estimation a priori pour
certain probléme de la théorie de transport (voir [1]).

1. Position du probléme

On examine le probleme suivant:

% + (v, Vo )u+X(z, v, t)u(x, v, t) = / J(z, v t,v)u(x, v’ t) dv' + F(z,v,t) +w(u),
v (1.1)

(z,v,t) € D=GxV x (0,T) ot u(z,v,t) caractérise la densité de répartition des
particules dans I'espace de phase G' x V au moment ¢ €]0,T[, w € C*(R), w(0) =
0, w'(0) = 0. Le coefficient d’absorption Y(x,v,t), l'indicatrice de dissipation
J(x, v, t, v) et la fonction de source intérieure représentent le milieu oti ce processus
se produit.

Supposons par la suite que le domaine G est strictement convexe, borné et la
frontiere de G est de classe C*. Posons

V={v:0<v<|v|< v}
oll vy, v1 sont deux nombres positifs tel que vy < vy. Soient Q@ = GxV, F(z,v,t) =
f(z,v)g(z,v,t)+ h(z,v,t). Daprés [2], si w = 0 et si toutes les caractérestiques du
milieu X, J, F ainsi que le flux sortant, ’état initial du processus et 1’état final du
processus sont donnés i.e.
u(z,v,t) = u(z,v,t), (x,v,t) el =7, x[0,1] (1.2)
ouYi ={(z,v) € IGXV : (v,ny) > 0}, ny est la normale extérieure & la frontiere
0G du domaine G au point x,
u(z,v,0) = p(z,v), (z,v) €G XV (1.3)
u(z,v,T) =0, (z,v) € G XV, (1.4)
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alors 3!(u, f) € C} (v V)(E) xC(Q) et vérifiant (1.1)—(1.4). Cela signifie qu’elle existe
une commande f € C(Q) qui permet de transformer le systéme aux paramétres
distribués (1.1)—(1.4) de I’état initial ¢(z,v) & I'état final ¥(z,v) = 0 en un temps
t="T.

On suppose maintenant que w est une fonction quelconque de classe C2(RR) tel
que w(0) = w'(0) = 0 et on étudie la contrdlabilité du systeéme (1.1)—(1.4).
Les espaces fonctionnels qu’on va utiliser on peut trouver dans article [1].

Posons

d= sup a(x,v)
(z,0)EGXV

et supposons que d < T'. Alors d’aprés [2] o € C(lv,v) () et (v,V)a = —1.
2. Controlabilité
Examinons maintenant le probléme (1.1)—(1.4) ol
JECHDxV), peClTy), pecho@, ¥eckD),

heCl(D), geCi(D), 0<go<g(z,v,0), ¥(z,v)€Q, w/T4 =0.
Alors on a le résultat suivant de controlabilité du systeme (1.1)—(1.4):

THEOREM 2.1. 3§ > 0, de > 0, da > 0 tel que si

d<a, [eeller gy + H‘PHC({J’V)@) + [hllerpy <0

et st les conditions suivantes:

90($7 1)) = /L(:l?, U, 0)7

z—l:(x,v,T) = h(z,v,T),
%(z,v, 0) + (v, V) + X(z,v,0)p(x,v) —/J(:E,’Ul, 0,v)¢(z,v")dv" — h(z,v,0) =0,

v
w(z,v,T) =0, (z,v) € Ty,
sont réalisées, alors

(€} 09y DI XC@ - lea (3 e )
E”(u’f) € B: L) * cl(Dyxc®@) (

solution du probléme (1.1)-(1.4). De plus, f/YT =0.

Preuve. Désignons par (S’) le probleéme linéaire associée au probléme (1.1)—
(1.4), i.e (S') est équivalent au probleme (1.1)—(1.4) mais avec la condition w = 0.
Posons

S={(u,f) € Ctl,(v,V)(E) x C(Q):3hy € C}(D), Iy € CHTy),
ey € C(lv,v) () tel que (u, f) soit la solution du probleme(S’)
associée a (hi,p1,01) €Y, f/T1 =0, p1/T4 =0},
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muni de la norme

1w, Hlls = N1halle; @y + lrmllez iy +lenller, o @-

ol
17y 1 1 5. 9w
Y ={(h,p, ) € Ci (D) x Cp (') x Cf, 5 () : a(’l‘, v, T) = h(z,v,T),
0
p(.0,0) = g(a.), (0. T) =0, P (0,0,0) + (0. D)o+ E(a v, 0.

- / J(z,v',0,v)p(z,v")dv" — h(z,v,0) =0, V(z,v) € Ty }.
%
D’aprés [1], la solution (u, f) du probléme (S)" dépend contintiment de (hy, p1,¢1)-
D’ou
3¢ >0, Y(u, f) € S |[(w; Plleppyxe@ < cll(w, Hlls:
Soit B;(0) le I voisinage de 0 dans Y1 xS, ou Yy = { (h1, t1,1) €Y : ¢1/T+ =0},
muni de la norme

[(has s 1) v = [Balley () + limaller oy + llenlley, o @)

Soit H: B;(0) — Y7 lopérateur défini par:

H(hla M1, ¥1, U, f) = (% + (U: V)u + Xu — / J(.’L‘, vlv t, ’U)U(.’L‘, vlv t)d’l}l
14

— fg—hy —wu),u/Ty — py,u(z,v,0) — p1(x,v)).
Il est clair que H(0) = 0 et H est continu au point 0.

D’autre part, on vérifie aisement que

H{, p)(h1, 15, f) (uos fo)

existe en tout point (ug, fo) € S et vaut

(% + (v, V)ug + Zug — / J(z, v t,v)ug(z, v, t) dv’ — fog — w'(u)ug,
v

ot
ug /T, up(z, v,0))

et Héu,f) est continu au point 0.

Montrons maintenat que [H, éu P (0)]7* existe et qu’il est borné. On sait déja
que Y(h, p1, 1) € Y1 INug, fo) € C} 8 v)(ﬁ) x C(Q) solution du probléme (S)’.
Par conséquent, [HEUJ)(O)]_1 existe. D’autre part, V(hy, pu1,¢1) € Y1

I[H {5 (O)] " (h, 1, 1) ||s = |l (uos fo)lls
= ||h1||cg(b) + HMch}(m) + ||901Hc1 «) — |(h1, g1, 1) ||y -

(v, V)

D’out [qu P (0)] 7! est un opérateur borné de Y; vers S.
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D’aprés le théoreme de la fonction implicite, on déduit que
35 >0 Je > 0 Y(hy, p1, 1) € By (0) IM(uo, fo) € BE(0)
tel que H(hi,p1,e1,u0, fo) = 0. Solent 0 < n < e, a1 > 0 tels que

Vi 0< s < an fuwls) < 2, /(s )|<\/g.
On peut supposer a; < 4/n/8, § < ¢/8. Alors
3 < min(%,s) V(h1, p1,01) € By*(0) HMuo, fo) € BE(0) tel que

H(ha, p1, @1, w0, fo) = 0 et [|(uo, fo)lle; 0y xe@) < cll(uo, fo)lls < c€ < aa.

Dou (€L w9y (D) XCE I )
(v x Ml Byxe@

N(uo. fo) € Bay "7 e
solution du (1.1) (1. 4) De plus, fo/T+ = 0. En effet:
t (v,V)(E)Xc(ﬁ)a‘l-”cl(ﬁ)xc(ﬁ))

(0)

(0) tel que (u, f) soit solution du
) associée a (hy, ul, ¢1). Alors (u, f) € S et

u, f)lls = lw(u) + hallex )y + lealley e,y + H801||c(1v)v)(§)-

Soit (u, f) € B
probleme (1.1) (1.
I(

D’ou

1w, Hlls < Mhallexmy + lller @y + lele

(0,9

o) 1w, s
[w(wlle: p) + 2 [th”cg(ﬁ) + lwalle o,y + ||<P1||c(1v’v)(ﬁ)]

n ou
st Hw/(U)HC(ﬁ)Hch@)

+2 [lalle ) + lllez o,y + llerlles, o o)

n no/m
§+vg¢;+4MNmm+mmm@”+wmqWmﬂ

n
2+ 2[Ihlex ) + lnllezry + lilley, o @] < 5 <=

Par conséquent (u, f) = (ug, fo). Ainsi on achéve la démonstration. m
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