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O NEOBHODIMOM USLOVII SUWESTVOVANI�
PERIODIQESKIH REXENI� ODNO�

DIFFERENCIAL�NO� SISTEMY

�lka Kne�eviq-Mil�noviq

Abstrakt. V stat�e rassmatrivaets� vopros o neobhodimom uslovii suwestvovani� peri-
odiqeskih rexeni� sistemy X′ = ϕ(t)P (X)+Q(t), gde ϕ(t), Qi(t) (i = 1, . . . , n) – neperiodiqeskie
funkcii opredelennyh klassov.

Rassmotrim sistemu

X ′ = ϕ(t)P (X) + Q(t), (1)

gde X = (x1, . . . , xn), P = (P1, . . . , Pn), Q = (Q1, . . . , Qn); ϕ(t) – skal�rna�
funkci�. Prava� qast� sistemy (1) obespeqivaet suwestvovanie nepreryvnogo
rexeni� v l�bo� toqke oblasti I × G, I = (−∞,+∞), G – nekotoro� oblast�
prostranstva (x1, . . . , xn).

Opredelenie 1. Budem govorit�, qto vektor-funkci� Q(t) prinadle�it
klassu Aω, esli suwestvuet posto�nny� vektor A = (a1, . . . , an) �= Θ, Θ =
(0, . . . , 0), tako�, qto skal�rnoe proizvedenie (A,Q(t)) ∈ C(I) i �vl�ets� ω-
periodiqesko� funkcie�.

Opredelenie 2. Skal�rnu� funkci� ϕ(t), opredelennu� v intervale I
nazovem funkcie� klassa Mω, esli suwestvuet posto�nna� M �= 0 taka�, qto
ϕ(t + ω) = ϕ(t) + M , dl� l�bogo t ∈ I.

Teorema 1. Pust� vektor-funkci� Q(t) prinadle�it klassu Aω, a
funkci� ϕ(t) – klassu Mω. Dl� togo qtoby sistema (1) imela periodiqeskoe
rexenie s periodom, kratnym ω, neobhodimo, qtoby∫ ω

0

(A,Q(t)) dt = 0. (2)
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Dokazatel�stvo. Pust� vektor-funkci� X = X(t) – T -periodiqeskoe re-
xenie sistemy (1), gde T = kω, k – nekotoroe natural�noe qislo. Iz togo, qto
vdol� �togo rexeni� prava� qast� sistemy (1) �vl�ets� T -periodiqesko� vektor-
funkcie�, sleduet:

[ϕ(t + T ) − ϕ(t)]P (X(t)) + Q(t + T ) − Q(t) = Θ

dl� l�bogo t ∈ I. Ots�da, v silu uslovi� ϕ(t) ∈ Mω, budem imeet�

kMP (X(t)) + Q(t + T ) − Q(t) = Θ. (3)

Umno�a� (3) skal�rno na vektor A i uqityva� uslovie Q(t) ∈ Aω, poluqim, qto
vdol� T -periodiqesko� integral�no� krivo� X = X(t)

(P (X(t)), A) = 0. (4)

Iz (1) v silu (4) sleduet
d

dt

[ n∑
i=1

aix̄i(t)
]

= (Q(t), A), otkuda

n∑
i=1

aix̄i(t) =
n∑

i=1

aix̄i(0) +
∫ t

0

(Q(s), A) ds.

Polaga� t = kω, v silu ravenstv x̄i(0) = x̄i(ω) (i = 1, . . . , n) i ω-periodiqnosti
funkcii (Q(s), A) poluqim

∫ ω

0
(Q(s), A) ds = 0. Teorema dokazana.

V sluqae, esli Q(t) – ω-periodiqeska� vektor-funkci�, teoremu 1 mo�no
utoqnit�.

Teorema 2. Pust� Q(t) – ω-periodiqeska� vektor-funkci�, a funkci�
ϕ(t) prinadle�it klassu Mω. Togda, esli hot� by dl� odnogo i = 1, . . . , n∫ ω

0

Qi(t) dt �= 0,

to sistema (1) ne imeet periodiqeskih rexeni� s periodom, kratnym ω.
Dokazatel�stvo. Pust�, vopreki utver�deni�, suwestvuet T -periodiqes-

koe rexenie sistemy (1), gde T = kω, k – nekotoroe natural�noe qislo. Togda
iz (3) sleduet, qto Pi(X(t)) = 0, (i = 1, . . . , n) dl� l�bogo t ∈ I. Potomu iz (1)
poluqim

x̄i(t) = x̄i(0) +
∫ t

0

Qi(s) ds (i = 1, . . . , n).

Esli teper� polo�it� t = T , to v silu T -periodiqnosti vektor-funkcii X =
X(t) i ω-periodiqnosti funkci� Qi(s) (i = 1, . . . , n) poluqim, qto

∫ ω

0
Qi(s) ds =

0 dl� l�bogo i = 1, . . . , n. Protivoreqie dokazyvaet teoremu.

Primer. Pust� dl� sistemy (1): n = 3; ϕ(t) =
∫ t

0
f(s) ds; f(s) –

π-periodiqeska� funkci� taka�, qto
∫ π

0
f(s) ds �= 0; Q(t) = (et+cos2 t−2t, 2et, t);

P (x) = [P1(x), P2(x), P3(x)] – nekotora� vektor-funkci�. Legko proverit�, qto
ϕ(t) ∈ Mπ, gde M =

∫ π

0
f(s) ds; Q(t) ∈ Aπ, gde A = (−2, 1,−4). Poskol�ku∫ π

0

(Q(t), A) dt = −2
∫ π

0

cos2 t dt = −π �= 0,
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to rassmatrivaema� sistema ne imeet kπ-periodiqeskih rexeni� (k – l�boe na-
tural�noe qislo).
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