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STRUCTURES DE JACOBI SUR UNE VARIETE
DES POINTS PROCHES

Basile Guy Richard Bossoto

Abstract. We consider a local algebra A (in the sense of André Weil), a smooth paracompact
manifold M and the manifold M4 of infinitely near points on M of kind A. In this paper, we
define and study the notions of A-Jacobi structures on M4,

1. Introduction

On considére une algebre locale A (au sens d’André Weil), c’est-a-dire une
algebre réelle A commutative unitaire de dimension finie sur R, ayant un idéal
maximal unique de codimension 1 sur R, M une variété lisse paracompacte et M4
la variété des points proches de M d’espece A [11].

L’ensemble, C°(M#4, A), des fonctions sur M4 & valeurs dans A est une
algébre commutative unitaire sur A. En notant, C*°(M), 'algebre des fonctions
numériques de classe C* sur M, alors pour f € C*° (M), 'application

fA:MA—>A7 5'_>£(f)7
est de classe C*° et 'application
C®(M) — C®(M*,A), fr— f4,
est un homomorphisme d’algebres réelles.
Il y a équivalence entre les assertions suivantes [1]:
1. X: COO(MA) — C°°(MA) est un champ de vecteurs sur M*;
2. X : C®(M) — C>®(M#, A) est une application linéaire vérifiant
X(fg)=X(f)-g* + f*-X(9)
pour tous f et g dans C°(M).
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Ainsi I'ensemble, X' (M#), des champs de vecteurs sur M4 est un C*> (M4, A)-
module [1].

Lorsque X est un champ de vecteurs sur M#, considéré comme dérivation de
C>(M) dans C>=(M#, A), alors il existe une dérivation et une seule [1]
X : C®(M*, A) — C=(M*, A)
telle que:
1. X est A-linéaire;
2. X [C=(M™)] c O=(M4);
3. X(f4) = X(f) pour tout f € C=(M).
Lorsque R est un anneau commutatif unitaire, d’élément unité 1g, et lorsque F

est un R-module, une application linéaire ¢ : R — FE est un opérateur différentiel
d’ordre < 1 si, pour tous a et b dans R,

5(ab) = d(a)-b+a-(b) —ab-5(1p).

Lorsque d(1r) = 0, on a la notion usuelle de dérivation de R dans E.
Ainsi une application linéaire § : R — E est un opérateur différentiel d’ordre
< 1 si et seulement si 'application

R— E, awd(a)—a-i(1lg),

est une dérivation.

Dans toute la suite, A désigne une algebre locale (au sens d’André Weil), M
une variété lisse paracompacte, M# la variété des points proches de M d’espece
A, C*(M) Dalgebre des fonctions numériques de classe C* sur M et d’élément-
unité 1gee(ar), X'(M) 'algebre de Lie réelle des champs de vecteurs sur M et D(M)
lalgebre de Lie réelle des opérateurs différentiels d’ordre < 1 de C*°(M) dans
C(M). Le terme “opérateur différentiel” signifiera “opérateur différentiel d’odre
<1”.

2. Structure de A-algébre de Lie-Rinehart sur D(M#4)

PROPOSITION 1. Les assertions suivantes sont équivalentes:
1. X :C®(MA) — C®(M*A) est un opérateur différentiel;
2. X :C®(M) — C®(M#, A) est une application R-linéaire vérifiant
X(f9)=X(f)-g* + - X(g) = f*- 9" - X(Lo=(an)
pour tous f,g € C*(M).

Démonstration. Soit (aq)acr une base de A et soit (af)aer la base duale de la
base (aq)acr-

—. Comme X est un opérateur différentiel, alors I’application

CX(M?) — C=(MY), ¢ = X(p) = ¢ X(Lew(ma))
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est une dérivation, donc un champ de vecteurs sur M#. Compte tenu de [1],
I’application

Vi) — 0=t ), fre (($ [Kago ] an ) - A Xles i)
ae
vérifie
Y(f9)=Y(f)-g" + 1" Y(9).
On vérifie que application
C%(M) — C*(MA,A), fr—=Y () + [ X(Loxua))
répond a la question.
<. Soit X : C®(M) — C°°(M#, A) une application R-linéaire vérifiant
X(fg)=X(f) - g+ f* X(9)— f* g% X(lo=n)
pour tous f,g € C°°(M). L’application
Z:C™(M) — C¥(M*A,A), f — X(f) = [ X(1gw(an))

est un champ de vecteurs sur M4 considéré comme dérivation de C°°(M) dans
C>(M*4, A). Compte tenu de [1], il existe une dérivation et une seule

7 : C®(MA) — C>=(M™A)

telle que Z(f) = . Z(a’, o f4) - an. L’application
ael

CX (M) — C(M™), 0 — Z(p) + ¢ - X(1o= (),

est un opérateur différentiel. m

L’ensemble, D(M*4), des opérateurs différentiels de C>°(M4) dans C>(M4)
considérés comme opérateurs différentiels de C°(M) — C>(M?A, A) est un
C>=(M#, A)-module.

PROPOSITION 2. Si X € D(M?#), considéré comme opérateur différentiel de
C®(M) — C=(M*A, A), alors il existe un opérateur différentiel et un seul

X : C®(M*, A) — C®(M*, A)
tel que :
1. X est A-linéaire;
2. Pour tout ¢ € C®(M%), | X(¢) —¢- X(].Coo(M)):| € C®(M*A);
3. X(f4) = X(f) pour tout f € C>(M).

Démonstration. Comme X : C®°(M) — C>(M#, A) est un opérateur
différentiel, alors ’application

Y1 O%(M) — C*(MA,A),  fr— X(f) = " X(Le=an),



158 B. G. R. Bossoto

est une dérivation. Compte tenu de [1], il existe une dérivation et une seule
Y : O (M4, A) — C®°(M*, A)

telle que:

1-Y est A-linéaire;

2~ Y(0) € C=(M4) pour tout o € C>(M4);

3 - Y(f4) = Y(f) pour tout f € C=(M).

L’application

X:O0%(MA, A) — CX(MA,4), p—Y(p)+¢ X(le=qn),

est telle que :

1- X est A-linéaire;

2 — Pour tout ¢ € C® (M%), | X(p) — ¢ - X(].COO(M)):| € C™®(M*A);

3 - X(f4) = X(f) pour tout f € C>(M).

Ce qui acheve la démonstration. m

PROPOSITION 3. Pour ¢ € C®°(M#, A) et pour X € D(M?), on a

— ~

o X=¢ X.
THEOREME 4. L’application

[,]: D(M*) x D(M?) — D(M?), (X,Y)— XoY —YoX,

est A-bilinéaire alternée et définit une structure de A-algebre de Lie sur D(M4).
De plus, pour o € C®(MA, A) et pour X,Y € D(M?), on a

et
X, Y] = [X(0) = ¢ X(lewmura)] ¥+ [X, Y],
Démonstration. Pour X,Y € D(M#), 'application
[,]: DM x D(M*) — D(M?), (X,Y)— XoY —Y oX,

est manifestement R-bilinéaire alternée. Pour f et g appartenant a C°°(M), on
vérifie que

XY (f9) = (X YI(f) - g + f4- X Y] (9) — /- 0™ - [X,Y] (Lo an))

Ainsi [X,Y] € D(MA).
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Pour a € A et pour f € C°(M), on a:
(X,a-Y)(f)=X[a-Y()] —a-V [X(])
—a XY(H))—a-VX(H) =a- [X,V](f).
Ainsi [X,a-Y] =a-[X,Y]. L’application
[]: D(MA) x DIM?) — D(M?), (X,Y)— XoY —YoX,
est donc A-bilinéaire alternée.
Pour X,Y € D(M#4) et pour ¢ € C>°(M#4, A), I'application
Cx(M4, 4) — C=(M4, 4), 0 — [X, V(g) =X [V(0)] -7 [X(0)]
est A-linéaire. Pour o € C°°(M#), on vérifie que
%, ¥](0) — 0 - [X, Y] (Lo (ar)
appartient a COO(MA)/_e\t_gue [X,Y](f4) = [X,Y](f) pour tout f € C°°(M). On
déduit que [)?,17] = [X,Y]. Pour ¢ € C®°(M%, A) et pour f € C®(M), on a
X, Y())=X[p- V()] =0V [X()]
)] =

]
=X(p)-Y(f)+¢-X[Y(f Y (f)- X(lcoc<MA a) =@ Y [X(f)]
=X(p) Y(f)—¢-Y(f) X(lcoc<MAA>)+<p X[Y(H) - YVIX()
=X(0) Y (f) =9 Y(f) X(Lowra,n) + ¢ [X,Y](f)
X(e) =9 Xl )| - Y() + - [X,Y](f)

Ainsi B B
[X,0-Y]= {X(@) —p- X(IC"O(MA,A))} Y+ X Y]
D’ou 'assertion. m
Lorsque Dy [C°°(M#4, A)] désigne le C*>°(M*#, A)-module des opérateurs dif-
férentiels de C>° (M4, A) dans C>°(M*, A) qui sont A-linéaires, 1’ application

~:D(MA) — Dy [C®(MA,4)], X — X,
est C°(M#, A)-linéaire et est un morphisme de A-algebres de Lie.

En suivant [7], on a:

COROLLAIRE 5. Le couple (D(M?),~) est une A-algébre de Lie-Rinehart.

3. A-structures de Jacobi sur M4

Une A-structure de Jacobi sur M“ ou une structure de A-algebre de Jacobi
sur C*°(M*4, A) est la donnée d'une structure de A-algebre de Lie sur C>° (M4, A),
de crochet {, }, telle Papplication

ad(@) :COO(MAvA) —’COO(MAvA)’ 1#'—>{g0,1/1},
soit un opérateur différentiel pour tout ¢ € C>° (M4, A).
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On va, dans ce qui suit, construire trois A-structures de Jacobi sur M4.

3.1. A-structure de Jacobi sur M# lorsque le couple (D(M%),~)
admet une structure de A-algebre de Lie-Rinehart-Jacobi symplectique.

On rappelle que le couple (D(M#4),~) admet une structure de A-algebre de
Lie-Rinehart-Jacobi symplectique s’il existe une 2-forme alternée et nondégénérée

Q: D(MA) x D(M?) — C®(M*, A)

telle que dQ = 0, ou d est la différentielle de degré +1 associée a la représentation
~ [7].
Pour ¢ € C*°(M#, A), on note X, I'unique élément de D(M4) tel que

iX¢Q = (2@.

Pour tout ¢ € O (M4, A), on vérifie que 0x, =0 ou fx, désigne la dérivée de
Lie par rapport a l'opérateur différentiel X,. Pour ¢, € C* (M4, A), on pose

{9} = —Q(Xy, Xy).
PROPOSITION 6. Si 1) € C°(MA4, A), alors {@, 1} = X,(¢) et

[X«ov Xw] = X{w,w}'

Démonstration. Pour o, € C*(M4, A), on a

{p. 0} = =X, Xy) = UKy, X)) = (ix, D(X,) = [dW)] (X,) = Xp(0)
et

ix, x0Q = [0x,,ix,](Q) = Ox, (ix,9Q) —ix, (0x,9Q) = 0x,d¥ = d[ox, (V)]

= d[X, (V)] = d{p, ¥} = ifp .

Comme  est nondégénérée, on déduit que [X,, Xy] = X, 3. D'ott les deux
assertions. m

THEOREME 7. Si le couple (D(M*#),~) admet une structure de A-algébre de
Lie-Rinehart-Jacobi symplectique, alors l’application

COO(MAaA) XCOO(MAaA) _)COO(MA7A)7 (<P71/’)'—>{<P7¢},
définit une structure de A-algebre de Jacobi sur O (M4, A).

Démonstration. Comme, pour tous @,¢ € C°(M4, A), on a

{o, v} = _Q(Xwa) = Q(vaXw) = - [_Q(vaXso)] = —{,p}.
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Dot {p, ¥} = —{9,¢}. Pour tout a € A,

{g,a- v} = Xy(at) = a-{p, v}.
Ainsi {p,a -1} =a-{p, ¥}. Pour p,¢,v € C®(MA,A), on a
{0, {0, 03} + (0 { voo}} + {0 {0}
— o 0, v} — {6 { pv}} — {0} v}
= XX )]~ Xyl Ko )] = Xppoy @)
= (X, Xl () — [Xp, X ()

—_~—

= (IX0 Xu] = X0, X0)) () = 0.
L’identité de Jacobi est ainsi démontrée.
Pour ¢ € C®(M#, A), application
ad(p) : C(M*, A) — C%(M4, A), 9 — {p, v},
est un opérateur différentiel. En effet comme
X, : C®(MA, A) — C=(M*, A)
est un opérateur différentiel, alors pour ;,vs € C°°(M#, A) on a:

[ad()] (%1 - 12) = {1 - b} = Xpp(¥1 - )
= Xo(P1) - b2 + 1 - Xp(9h2) — 1 - o ')?;(IC“’(MA,A))
={p, 1} Yo +P1-{p, 2} — b1 -2 - {p, 1o (a4 4y}
= [ad(¢)] (Y1) - P2 + 1 - [ad(@)] (Y2) — Y1 - Y2 - [ad(@)] (1o (ara, a))-

On conclut que C= (M4, A) est une A-algebre de Jacobi c’est-a-dire que M4 est
une A-variété de Jacobi. m

3.2. A-Structure de Jacobi sur M4 lorsque M est une variété de
Jacobi.

On rappelle qu'une structure de variété de Jacobi sur une variété lisse M est la
donnée d’une structure d’algebre de Lie réelle sur C°°(M), de crochet, {, }, telle
que pour tout f € C°°(M), I'application

ad(f) : C=(M) — C=(M), g+—{f,g},

soit un opérateur différentiel. Dans ce cas, on dit que M est une variété de Jacobi
et que C°°(M) est une algebre de Jacobi.

Dans ces conditions, pour tous f,g € C*°(M), on a
ad(fg) = f-ad(g) + g-ad(f) — f - g-ad(loe=(ar))-

Lorsque ad(lcoo(M)) =0, on dit que M est une variété de Poisson.
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Pour tout f € C>°(M),
[ad(f)]* : C%(M) — C®(M*,A), g+ {f,g}",

est un opérateur différentiel et

lad())* : C(M*, A) — (M, 4)

est I'unique opérateur différentiel qui est A-linéaire et qui est tel que
lad($))*(9") = lad())]" (9) = { . 9}"

pour tout g € C°(M).

PROPOSITION 8. Pour ¢ € C=(M*A, A), Uapplication

Te COO(M) —>COO(MA7A)3 fH_[ad(f)]A(so)a
est un opérateur différentiel.

Démonstration. L’application 7, est manifestement linéaire. Pour f,g €
C>®(M), on a

7o(f9) = ~lad(f)1A(¢)
~1f -ad(g) +¢- ad(f)—f-
= ( lad(9)}) ()

g
g"(~lad

s+ (~fadic=un)] ) ®
(-1
)

'ad(lcoo )2 (@)

d(F)14) ()

= (*[ad(f)]f“) gt
— gt ( [ad(1coo (ar ]A> (¥)

=T7o(f) 'gA + fA To(9) — fA 'QA 'T@(lCOO(M))~
D’otl ’assertion. m
Pour ¢ € C®°(M#, A), I'application
Tp 1 C°(MA, A) — C®(M*, A)
est 'unique opérateur différentiel qui est A-linéaire et qui est tel que

T (f4) = 7(f)

pour tout f € C™(M).

THEOREME 9. Si M est une variété de Jacobi, de crochet {, }, alors
Uapplication

{34 CF(MA,A) x CX(MA,A) — C(MAA), (0,9) — Tp(¥),

définit une A-structure de Jacobi sur M4,
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Démonstration. Les techniques de démonstration sont identiques a celles
utilisées dans [2]. m

On dit que la A-structure de Jacobi sur M4 définie par {, } , est le prolonge-
ment & M# de la structure de Jacobi sur M définie par {, }.

3.3. A-Structure de Jacobi sur M4 lorsque M est une variété lo-
calement conformément symplectique.

PROPOSITION 10. Si w : X(M) x X(M) — C>®(M) est une 2-forme
différentielle nondégénérée, alors
Wl X(MA) x X(MA) — (M4, A)
est nondégénérée.

Démonstration. On va vérifier que ’application
X(MA) — AY (M2 4), X —ixw?,
est un isomorphisme de C°°(M#, A)-modules. Pour cela, il suffit de montrer qu’en
chaque point ¢ € M4, 'application
TeMA — TEMA, v iyw? (€),
est un isomorphisme de A-modules.

On note m I'unique idéal maximal de A et h la hauteur de A: h est I'entier
naturel tel que m” # (0) et m"*! = (0). Il existe des sous-espaces vectoriels
Vo, Vi,...,Vy de A tels que

A= VO S--DWV
avec V; cml et V; @ mitl =m? pour i =0,1,...,h. Ainsi, Vo =R et V}, = m".

Pour £ = 0,1,...,h, on note I ’ensemble des indices d’une base de Vj et
(aay), g, une base de Vj. Soit £ € MA, xg € M Vorigine de ¢ et (U, ) une carte

ag
locale de M en xg, de fonctions coordonnées (x1,...,x,) ou n = dim M.

Injection :  Soit v € TeM# tel que w? (€) (v,w) = 0 pour tout w € T MA.
L’espace tangent TeM A est un A-module libre de rang n dont une base est

A A
((8%1) le, s (82”) |5> En particulier, on a

A () 10=0

n a A
vEnu <axj) €

avec v; € A, pour j =1,2,...,n. Comme

pour/=1,2,...,n. On a

vj = > Vj,ap * Qay,
ap€ly,k=0,1,....h
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avec vj.q, € R, alors

$LLE ] (@)

ap€l,k=0,1,...,
L’équation

WA (E) (o, (;;)A ) =0

s (S b)) ) e

signifie que

ap€ly,k=0,1,....h
pour [ =1,2,...,n. Ainsi, on a
( n
an€ly,k=0,1,...,h Nj=1 8xl
n
+ Z (Z U0k Hjl(g)) oy, =0
ar€ly,k=0,1,....h =1
avec 6;,(§) € m. Il s’ensuit que Z Vjap {w (%, a%,)} (xo) = 0 pour | =
: r :
=
1,2,...,n. Comme w est nondégénérée, on déduit que v; o, = Opour j =1,2,...,n.
En raisonnant par récurrence, on suppose que vj,o, = 0 pour j = 1,2,...,n.
Montrons que vj q,,, = 0 pour j =1,2,...,n. L’équation devient

£ (S ()] )

ap€ly,k=r+1,...,

pour Il =1,2,...,n. Ainsi

- = (S b 6)

arp1€l41

On a
0= Z (Z Vj, a1 |:"‘J (33:" @a}>:| (wo) + 92](§)> COa,
art1€l-41 j=1 J l
+ Z (Z Vj,ap |:w (axj, axl>:| (5)) Oy s

ap €l k=r+2,...,h “j=1
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- o 0
Z ( Vj,argr |:w <8$J’ am>:| (33‘0)) ClQoyy = 0.
Jj=1

arp1€l-41

avec 0;;(§) € m. D’ott

Comme a,,_, est une base de V;.1 1, on déduit
- o 0
Vj,orqr * [W (Wja 071)} (Io) =0
j=1
pour [ =1,2,...,n. Comme w est nondégénérée, alors v, ,, = 0.
On conclut que v = 0.
Surjection: L’espace Tg‘MA est un A-module libre de rang n = dim M. Une
base est ((dxl)A les -y (dap)™ |5> ou (x1,...,%,) est un systéme de coordonnées

locales au voisinage U de Porigine zq de £ € M4,
Soit n € T M#. On écrit

n A
n= kzl - (der)” e

avec n € Apour k=1,2,...,n.
Soit 6 l'unique champ de vecteurs sur U tel que dxp = ig,w|y. Alors
(d:rk)A le = ipA(c) ~wA(€). Ainsi, n = i,w? (&) avec

v= S 61(6) € TeM

Ce qui acheve la démonstration. m

Dans toute la suite (M, a,w) désigne une variété localement conformément
symplectique de 1-forme « et de 2-forme w. Dans ce cas, 'application

pa(0) : CF(M) — C=(M), fr—0(f)+f-a(0),
est un opérateur différentiel pour tout 6 € X (M).
De plus 'application
pa:X(M)—)D(M)v 9’—>Po¢(9)>

est une représentation et le triplet (X' (M), po,w) est une algebre de Lie-Rinehart-
Jacobi [7, 8]. L’opérateur de cohomologie associée & la représentation p, est
Popérateur de cohomologie de Lichnerowicz d,, [3].

La variété différentielle M est une variété de Jacobi ou le crochet de deux
fonctions f et g est donné par

{19} = —w(X5, X),

Xy étant I'unique champ de vecteurs sur M tel que ix,w = dq f.
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Pour X € X(M#), considéré comme dérivation de C*°(M) dans C>=(M4, A),
I’application

pan(X) : CF(MA,A) — C(MA), ¢ X(p) + - a™(X),
est un opérateur différentiel qui est A-linéaire et ’application
par i X(MA) — Dy [C(MA,A)], X — poa(X),

est C®°(M#, A)-linéaire et est un morphisme de A-algebres de Lie.

PROPOSITION 11. Le couple (X(M*A), poa) est une A-algebre de Lie-Rinehart.

La démonstration est une simple vérification.

Sid, , désigne I'opérateur de cohomologie associé a la représentation p,a et
si d?, [bos], est 'opérateur de cohomologie associé & la représentation

X(MA) — Dery [C®(M*A, A)], X — X,

on vérifie que
d, ,n=d"n+a’An

pour tout € A(M#A, A). Ainsi on conclut que dp » = d%,. On a immédiatement:

PROPOSITION 12. Si (M, «,w) est une variété localement conformément sym-
plectique, alors le triplet (X(MA),paA,wA) est une A-algébre de Lie-Rinehart-
Jacobi symplectique.

Démonstration. On a
dpaAwA = dtw? = dAwo? + o Aw? = (dw + aAw)? = 0.

Comme le couple (X (M%), p,a) est une A-algébre de Lie-Rinehart, comme w? est
nondégénérée et comme dg‘AwA = 0, on conclut que le triplet (X (M4, paA,wA)
est une A-algebre de Lie-Rinehart-Jacobi symplectique. m

Pour F € C®(M#, A), on note X 'unique élément de X' (M*) tel que
ixpwt =dMF.

En s’inpirant des techniques de [7], page 1087, on déduit:

ProPOSITION 13. L’application
{Joa 1 C°(M4, A) x OF(MA, A) — OX(MA, 4),  (F,G) — —w"(Xr, Xg),
définit une structure de A-algébre de Jacobi sur C>= (M4, A).

PROPOSITION 14. Pour f € C*®(M), Xpa = (X)4.

Démonstration. On a

ix = diaft=dA 4 et = (dof)N = (ix,w)t =i aw?

Comme w? est nondégénérée, I'assertion s’ensuit. m
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PropPoOSITION 15. Si {, } est le crochet de Jacobi défini sur C°(M) par
la structure de variété de Jacobi déduite de la variété localement conformément
symplectique (M, o, w), alors pour f,g € C°(M) on a

{4 g =19

Démonstration. On a
{fA’gA}wA = *WA(XfA’XgA) = *WA((Xf)Av (XQ)A) = [7w(Xf’Xg)]A = {fvg}A .

D’ou l'assertion. m

La proposition précédente signifie que si (M, o, w) est une variété localement
conformément symplectique, la A-structure d’algebre de Jacobi sur C(M#, A)
définie par la A-algebre de Lie-Rinehart-Jacobi symplectique (X (M4, paA,wA)
coincide avec le prolongement & M4 de la structure de Jacobi sur M définie par la
variété localement conformément symplectique (M, a, w).
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