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PSEVDOEVKLIDOVA PROSTRANSTVA

Vladimir Antonoviq Zoriq

Anotaci�. Ka�dy@i, kto prosluxal kurs kompleksnogo analiza, znaet teoremu

Rimana o konformnom otobra�enii, svidetel~stvu�wu� o konformno@i gibkosti obla-

ste@i dvumerno@i ploskosti (i voobwe dvumerno@i poverhnosti). V otliqie ot ploskogo

sluqa�, oblasti prostranstva bol~xe@i razmernosti okazyva�ts� v opredel�nnom smy-

sle konformno ��stkimi. Ob �tom govorit odna (menee popul�rna�) teorema Liuvill�,

otkryta� poqti odnovremenno s upom�nuto@i teoremo@i Rimana. My privodim zdes~ odno

iz vozmo�nyh dokazatel~stv �to@i teoremy, dopolnennoe sovremenno@i bibliografie@i,

soder�awe@i drugie podhody k �to@i teoreme, a tak�e e� usileni� i razviti�.

1. Dva vvodnyh slova

Kogda gotovilos~ pervoe izdanie stavxe@i xiroko izvestno@i knigi B. A. Dubro-
vin, S. P. Novikov, A. T. Fomenko, <Sovremenna� geometri�>, Serge@i Petroviq
Novikov poprosil men� dl� �to@i kni�ki soobwit~ dokazatel~stvo klassiqesko@i,
no ne oqen~ xiroko izvestno@i, teoremy Liuvill� o konformno@i ��stkosti
oblaste@i prostranstva razmernosti vyxe dvuh. � predlo�il dokazatel~stvo
Nevanlinny, kotoroe s nekotorymi dobavleni�mi budet izlo�eno ni�e. Avtory
<Sovremenno@i geometrii> adaptirovali �to dokazatel~stvo k koordinatnomu
stil� izlo�eni�, prin�tomu v knige. Neskol~ko bolee abstraktnoe (i ne pri-
v�zannoe k koordinatam) ishodnoe dokazatel~stvo Nevanlinny, navernoe, vy-
bivalos~ by iz konteksta, no ono, kak smo�et uvidet~ qitatel~, imeet svoi
dostoinstva. Pomimo togo, qto dokazatel~stvo v kakom-to smysle avtonomno
(ne trebuet otsylki k predvaritel~no podgotovlennym suwestvennym geometri-
qeskim pon�ti�m i faktam), v n�m ide@ina� storona ne oslo�nena tem, qto poro@i
byvaet v geometriqeskih knigah, kogda tekst nagru�en indeksami koordinat, za
kotorymi qitatel~ to�e dol�en vnimatel~no sledit~.
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I ew� odno nebol~xoe vospominanie. Odna�dy u men� byla lekci� v uni-
versitete Podgoricy, vo vrem� kotoro@i � kak-to upom�nul teoremu Liuvill�
o konformno@i ��stkosti prostranstv. Odin iz sluxatele@i, pomn�, oqen~ na-
sto@iqivo prosil rasskazat~ teoremu podrobno i s dokazatel~stvom. Togda do
�togo delo ne doxlo, poskol~ko razgovor byl sovsem o drugom. Zato se@iqas,
prosmotrev izlo�ennoe ni�e, i tot sluxatel~, i, vozmo�no, kto-to drugo@i, no
tako@i �e l�boznatel~ny@i, smogut poluqit~ ne tol~ko samo dokazatel~stvo, no i
izvestnu� mne literaturu na �tu temu (pervoistoqniki i sovremennoe razvitie),
kotoro� � postarals� sobrat~ v bibliografii.

2. Opredelenie konformnyh preobrazovani@i metriki

V fizike lokal~ny@i (mestny@i) vybor masxtabov est~ special~ny@i vid kali-
brovoqnyh preobrazovani@i. V geometrii oni izvestny pod imenem konformnyh
preobrazovani@i metriki.

Napomnim, qto otobra�enie f : (X, g)→ (X̃, g̃) odnogo rimanova mnogoobrazi�
v drugoe nazyvaets� konformnym, esli ono sohran�et ugly, ili, qto to �e samoe,
esli ono lokal~no (na urovne differenciala) �vl�ets� gomotetie@i (podobiem).
Analitiqeski �to mo�no zapisat~ v sledu�wih �kvivalentnyh formah (gde
x̃ = f(x)):

(i) ds̃(x̃) = λ(x)ds(x) { zavis�wee ot toqki, no ne zavis�wee ot naprav-
leni� (izotropnoe) izmenenie masxtaba v toqke x v λ(x) raz (gomoteti� ili
dilataci� kasatel~nogo prostranstva);

(ii) g̃(x̃) = λ2(x)g(x) ili, toqnee, (f∗g̃)(x) = λ2(x)g(x), gde, kak i vyxe,
g i g̃ { metriqeskie tenzory prostranstv X i X̃ sootvetstvenno, a f∗g̃ { zapis~
g̃ v x-koordinatah (perenos g̃ v prostranstvo X);

(iii) 〈f ′(x)ξ, f ′(x)η〉g̃ = λ2(x)〈ξ, η〉g, gde ξ, η { proizvol~nye vektory kasa-
tel~nogo prostantsva TxX, a f ′(x) { kasatel~noe otobra�enie (differencial f)
v toqke x.

�ti �kvivalentnye me�du sobo@i zapisi opredeleni� konformnosti metrik
i otobra�eni@i primenimy i v sluqae psevdorimanovyh metrik i prostranstv
(naprimer, dl� metriki Minkovskogo).

3. Nekotorye zameqani� i napominani�

3.1 Algebra

Otnositel~no l�bo@i biline@ino@i formy B(x, y) (pomimo togo, qto B(x, x) =
λ2〈x, x〉 vleqet B(x, y) = λ2〈x, y〉) napomnim ewe, qto esli 〈x, y〉 = 0 vleqet
B(x, y) = 0, to B(x, y) = σ〈x, y〉. T.e. esli forma B obrawaets� v nul~ na orto-
gonal~nyh vektorah, to ona proporcional~na skal�rnomu proizvedeni�.
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3.2 Analiz

Napomnim privyqnye dl� sovremennogo analiza differencial~nye sootnoxeni�
v evklidovom prostranstve, kotorymi my vospol~zuems� ni�e pri dokazatel~stve
osnovno@i teoremy:

f ′(x)ξ = Dξf(x); f ′′(x)(ξ, η) = DξDηf(x); f ′′′(x)(ξ, η, ζ) = DξDηDζf(x).

Sleva sto�t znaqeni� differencialov f pervogo, vtorogo i tret~ego por�dkov v
toqke x na vektorah ξ, η, ζ kasatel~nogo prostranstva v �to@i toqke, a sprava �ti
�e znaqeni� vyqisleny posledovatelnym differencirovaniem otobra�eni� f
po ukazannym vektoram.

Obe qasti �tih ravenstv simmetriqny otnositel~no por�dka sledovani� ve-
ktorov.

Esli ei { ediniqny@i vektor, to pozvolim sebe vmestoDeif(x) = f ′(x)ei pisat~
korotko fi(x), a vmesto DeiDejf(x) pisat~ fij(x) i t.p.

3.3 Kommentari@i i istori�

Konformnyh otobra�eni@i dvumernyh poverhnoste@i mnogo. Naprimer, l�bye
dvumernye rimanovy prostranstva lokal~no konformno �kvivalentny. �to po-
zvol�et vvodit~ na nih konformno-evklidovy (izotermiqeskie) koordinaty, v
kotoryh metrika imeet vid λ2(x, y)(dx2 + dy2).

V 1851 godu Riman pokazal, qto voobwe l�ba� odnosv�zna� oblast~ na plo-
skosti, otliqna� ot samo@i ploskosti, dopuskaet konformnoe otobra�enie na
kanoniqesku� oblast~ { krug.

Poqti togda �e, v 1850 godu, Liuvill~ obnaru�il konformnu� �estkost~
oblaste@i prostranstv, pokazav, qto v vysxih razmernost�h net drugih konfor-
mnyh otobra�eni@i, krome \drobno-line@inyh": kompozici@i perenesov, povorotov,
gomoteti@i (dillataci@i) i inversi@i.

4. Teorema Liuvill�

L�boe konformnoe otobra�enie me�du oblast�mi evklidova (ili psevdoevkli-
dova) prostranstva razmernosti n ≥ 3 est~ kompozici� dvi�eni� (izometrii)
i gomotetii ili inversii.

My doka�em teoremu Liuvill� dl� gladkih otobra�eni@i (klassa C(4)) v
prostranstve l�bo@i (v tom qisle i beskoneqno@i) razmernosti n ≥ 3.

a) Pust~ f { dannoe otobra�enie. Proverim snaqala, qto dl� l�bo@i pary
ortonormirovannyh vektorov ei, ej , vektor fij(x) v l�bo@i toqke x le�it v plo-
skosti vektorov fi(x), fj(x).

Vvidu konformnosti otobra�eni� f nam dostatoqno, vz�v ediniqny@i vektor
ek, ortogonal~ny@i ei i ej , pokazat~, qto vektor fij ortogonalen vektoru fk =
f ′(x)ek.
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Prodifferencirovav ravenstvo 〈fi, fj〉 = 0 po vektoru ek, poluqim

〈fik, fj〉+ 〈fi, fjk〉 = 0.

Vvidu ravnopravnosti indeksov i, j, k, ih cikliqesko@i perestanovko@i poluqim
ewe dva takie ravenstva. Skladyva� dva ravenstva i vyqita� tret~e, na@idem, qto
〈fij , fk〉 = 0, t.e. de@istvitel~no fij = µfi + νfj , gde vektori fi, fj ortogonal~ny,
µ = 〈fij , fi〉/〈fi, fi〉, ν = 〈fij , fj〉/〈fj , fj〉.

b) Pust~ λ2(x) = 〈fi, fi〉(x). V silu konformnosti f verno tak�e, qto λ2 =
〈fj , fj〉. V �tih oboznaqeni�h

fij =
λj
λ
fi +

λi
λ
fj ,

gde (po dogovorenosti) λi = λ′(x)ei, λj = λ′(x)ej .

c) Esli polo�it~ ρ = λ−1, to na@idennoe razlo�enie fij perepixets� v vide
ρfij + ρjfi + ρifj = 0. Ots�da vytekaet, qto

(ρf)ij = ρijf + ρfij + ρjfi + ρifj = ρijf i (ρf)ijk = ρijfk + ρijkf.

Poslednee ravenstvo oznaqaet, qto veliqina ρijfk simmetriqna otnositel~no
i, j, k. No vektori fi, fj , fk ne kollinearny, znaqit ρij = 0 dl� l�bo@i pary
ortonormirovannyh vektorov ei, ej .

d) Sledovatel~no ρ′′(x)(ξ, η) = σ(x)〈ξ, η〉 i ρ′′′(x)(ξ, η, ζ) = Dζσ(x)〈ξ, η〉, gde
teper~ u�e proizvol~nye vektory ξ, η, ζ ∈ TxRn mo�no men�t~ mestami.

Znaqit (Dξ1σ(x))ξ2 = (Dξ2σ(x))ξ1 dl� l�byh, v tom qisle i ne kollinearnyh,
vektorov ξ1, ξ2 ∈ TxRn.

�to vozmo�no tol~ko, esli Dξσ(x) = 0 dl� l�bogo vektora ξ ∈ TxRn.
Poluqaets�, qto σ(x) ≡ const, i znaqit ρij = σδij , gde δij = 0 pri i 6= j i

δij = 1 pri i = j.

e) Takim obrazom, funkci� ρ(x) imeet oqen~ opredelenny@i vid:

ρ(x) = a1〈x− x0, x− x0〉+ b1.

Te �e soobra�eni�, primenennye k obratnomu otobra�eni�, da�t

λ(x) = a2〈y − y0, y − y0〉+ b2, gde x = f−1(y).

f) Poskol~ku ρλ ≡ 1, poluqaets�, qto otobra�enie f udovletvor�et algebra-
iqeskomu sootnoxeni�

(a1|x− x0|2 + b1)(a2|y − y0|2 + b2) = 1,

oznaqa�wemu, qto f preobrazuet sfery v sfery.

Primen��, esli nado, vspomogatel~nye sdvigi, mo�no sqitat~, qto x0 = 0,
y0 = 0, t.e. (a1|x|2 + b1)(a2|y|2 + b2) = 1.

g) Vvidu konformnosti otobra�eni� f , luqi, ortogonal~nye sferam s centrom
x0 = 0, preobrazu�ts� v luqi, ortogonal~nye sferam s centrom y0 = 0.

Posko~ku |dy| = λ(x)|dx| = ρ−1(x)|dx|, to vdol~ �tih luqe@i s toqnost� do
additivno@i posto�nno@i imeem

|y| =
∫ |x| dr

a1r2 + b1
.
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Funkci� |y| algebraiqeski zavisit ot |x|, po�tomu v poslednem integrale dol�no
bit~ a1 = 0, libo b1 = 0.

h) Itak, v ishodnom, otveqa�wem konformnosti otobra�eni� f ravenstve
|dy| = λ(x)|dx|, vozmo�no libo λ(x) = b−11 , libo λ(x) = 1

a1|x|2 .

V pervom sluqae posle vspomogatel~no@i gomotetii s ko�fficientom b1 my
prihodim k izometriqeskomu otobra�eni� prostranstva (kogda |dy| = |dx|).

Vo vtorom sluqae my snova prihodim k dvi�eni� prostrantva posle vspo-
mogatel~no@i inversii a1x

〈x,x〉 .

Teorema dokazana.
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LIOUVILLE THEOREM ON CONFORMAL MAPPINGS OF DOMAINS IN
MULTIDIMENSIONAL EUCLIDEAN AND PSEUDOEUCLIDEAN SPACES

Vladimir Antonovich Zorich

Abstract. Everybody who attended a course in complex analysis, knows Riemann The-
orem on conformal mappings, demonstrating conformal flexibility of domains in the two-
dimensional plane (more generally, in a two-dimensional surface). In contrast to the plane
case, domains in spaces of dimension greater than two are conformally rigid. This is the
content of a (less popular) Liouville theorem, which appeared almost in the same time as
the mentioned Riemann theorem. Here we present one of the possible proofs of this theo-
rem together with a contemporary bibliography containing new approaches to this theorem
together with its generalizations and extensions.
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