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KOMPLEKSNA� FORMULA KROFTONA

Vladimir Antonoviq Zoriq

Annotaci�. Odno� iz naqal~nyh i v to �e vrem� kl�qevyh formul integral~no�
geometrii �vl�ets� formula Kroftona. My rassmatrivaem kompleksny� variant fo-
rmuly Kroftona.

1. Predislovie

�ta stat~� posv�waets� Mite Fuksu { samomu �nomu odnokursniku.

Po sluqa� 80-leti� Dmitri� Borisoviqa Fuksa, raznostoronnego matematika,
pervoprohodca gomotopiqesko� topologii, proqitavxego pervy� tako� kurs
lekci� na mehmate MGU1, izdan sbornik state�
https://www.emis.de/journals/SIGMA/Fuchs.html.

V sent�bre 2020 goda Serge� Tabaqnikov, odin iz organizatorov sbornika,
soobwil, qto teper~ Dmitri� Borisoviqu Fuksu rovno 10000 let v troiqno�
sisteme. A teper~ emu u�e 10002 goda v to� �e sisteme. �ta zametka byla
napisana pod vpeqatleniem zameqatel~no� knigi [6].

2. Vvedenie

Odno� iz naqal~nyh i v to �e vrem� kl�qevyh formul integral~no� geometrii
�vl�ets� formula Kroftona [3, 6], kotoru� my prived�m ni�e, vved� nu�nye
pon�ti� i oboznaqeni�. My rassmotrim zdes~ kompleksny� variant formuly
Kroftona.
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1V qastnosti, zapisi �togo kursa legli v osnovu knigi [7]
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Neskol~ko slov ob istorii. Sqitaets�, qto vs� naqalos~ s obweizvestno�
teper~ zadaqi B�ffona ob igle2(kotoru� brosa�t na razlinovannu� paral-
lel~nymi pr�mymi ploskost~).

Zatem Koxi podsqital sredn�� dlinu 2
π l proekcii otrezka dlino� l na

pr�mu� ili, qto to �e samoe, matematiqeskoe o�idanie dliny ortogonal~no�
proekcii otrezka na pr�mu�, le�awu� v to� �e ploskosti.

Potom �ti prostye, no va�nye, voprosy i rezul~taty poluqili bogatoe razvi-
tie, vkl�qa� preobrazovanie Radona i tomografi�. Krofton v 1870-e gody
u�e obsu�daet obwi� vopros o pereseqenii sluqa�no� pr�mo� s mno�estvom
na ploskosti.

Mera (edinstvenna� s toqnost~� do normiru�wego mno�itel�) v mno�estve
pr�myh na ploskosti, invariantna� otnositel~no dvi�eni� ploskosti, poro�da-
ets� sledu�wim zadaniem pr�mo�. Pust~ θ{ �to pol�rny� ugol perpendikul�ra,
opuwennogo na pr�mu� iz naqala koordinat, a h { rassto�nie ot naqala koordinat
do pr�mo�. Para (θ, h) vpolne opredel�et pr�mu�, a iskoma� invariantna� mera
imeet vid dL = α dθ ∧ dh, gde α { posto�nny� normiru�wi� mno�itel~.

Udobno vz�t~ normirovannu� meru dL = 1
2 dθ∧dh, pri kotoro� mera mno�estva

pr�myh, pereseka�wih otrezok, sovpadaet s dlino� otrezka. Togda, approksimi-
ru� spr�ml�emu� krivu� γ lomano� i perehod� k predelu, mo�no podsqitat~
meru mno�estva vseh pr�myh, pereseka�wih krivu� γ, esli uqest~ kratnost~

pereseqeni�, qto oqen~ estestvenno.
�to pozvol�et napisat~ sledu�wu� formulu Kroftona3∫

{L}
card(γ ∩ L)dL = |γ| ,

gde |γ| { dlina krivo� γ.

3. Formula Kroftona v C2

Poka�em, qto pri opredel�nno� interpretacii napisanna� formula spravdliva
i v kompleksnom variante.

Rassmotrim v prostranstve C2 mno�estvo L vseh kompleksnyh pr�myh. Ko-
ordinatami v L budut pary (g, z), gde g = C1 est~ �lement kompleksnogo mnogo-
obrazi� GrassmanaGr1(C2) kompleksnyh podprostranstv (v dannom sluqae komple-
ksnyh pr�myh) g = C1 kompleksno� razmernosti 1 v prostranstve C2, a z ∈ g
{ ta toqka g, qerez kotoru� prohodit edinstvenna� sootvetstvu�wa� pare (g, z)
kompleksna� pr�ma�, ortogonal~na� podprostranstvu g.

2Po odnim svedeni�m ona byla opublikovana v 1777 godu. Po drugim v zapis�h B�ffona ona
po�vilas~ u�e v 1733 godu vmeste s "nepreryvno� vero�tnost~�". Glavna� zasluga B�ffona
pered teorie� vero�tnoste� (ne govor� o ego osnovnom trude { mnogotomno� estestvenno�
istorii, da�we� obwu� kartinu �izni na Zemle) sostoit v rassmotrenii vero�tnoste�,
otnes�nnyh k nepreryvno raspredel�nnym ob�ektam, a ne tol~ko k monetam, igral~nym kost�m
i tomu podobnym vewam (sm. [2]).

3Kotoru�, kak vidno, mo�no bylo by nazyvat~ i formulo� Koxi-Kroftona.
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Na mno�estve L voznikaet edinstvenna� s toqnost~� do posto�nnogo mno-
�itel� mera dL, invariantna� otnositel~no gruppy kompleksnyh dvi�eni�
prostranstva C2. Ona �vl�ets� pr�mym proizvedeniem mery na mnogoobrazii
Grassmana Gr1(C2) ∼ S2 (zdes~ ona poro�daets� metriko� Fubini-Xtudi) i sta-
ndartno� lebegovo� mery (plowadi) na g = C1 ∼ R2.

Utver�daets�, qto esli γ { golomorfna� kriva�, a |γ| { e� mera (plowad~ γ
kak vewestvenno dvumerno� poverhnosti), to pri sootvetstvu�we� normirovke
mery dL spravedliva ta �e formula Kroftona.

Zametim, qto iz tako� kompleksno� formuly Kroftona, naprimer, sleduet,
qto esli golomorfna� kriva� γ ⊂ C2 prohodit qerez centr xara i e� granica
le�it na granice �togo xara, to e� plowad~ ne men~xe plowadi �kvatorial~nogo
seqeni� �togo xara. 4

4. Dokazatel~stvo formuly Kroftona

Dadim takoe dokazatel~stvo ishodno� formuly Kroftona, kotoroe, kak budet
vidno, de�stvuet i v kompleksnom sluqae.

Pre�de vsego, otmetim, qto leva� i prava� qasti formuly ne men��ts� pri
izometriqnyh preobrazovani�h (dvi�eni�h) ploskosti. Krome togo, oni addi-
tivny otnositel~no γ.

Zametim teper~, qto pri gomotetii ploskosti s ko�fficientom gomotetii λ
mera dL = α dθ∧dh men�ets� v λ raz (a ne v λ2 raz, kak �to bylo by s plowad~�
l�bo� oblasti na samo� ploskosti). Vmeste s tem, dlina l�bogo otrezka, a s
uq�tom additivnosti i l�bo� spr�ml�emo� krivo�, to�e men�ets� v λ raz.

Znaqit, leva� i prava� qasti formuly proporcional~ny. Vyborom normi-
rovki mery dL mo�no dobit~s� ravenstva. Dl� �togo dostatoqno realizovat~
ravenstvo v sluqae otrezka ediniqno� dliny. Dokazatel~stvo zaverxeno.

�to dokazatel~stvo klassiqesko� formuly Kroftona (vypolnennoe v luqxih
tradici�h teorii razmernoste� fiziqeskih veliqin) avtor vyqital v prevo-
shodno napisanno� knige [6]. Vs�, qto my zdes~ delaem, po suti svodits� k
zameqani�, qto takoe dokazatel~stvo de�stvuet i v dol�nym obrazom sformuli-
rovannom kompleksnom variante formuly Kroftona. Perenos� �to rassu�denie
na kompleksny� sluqa�, opisanny� vyxe, nado lix~ pozabotit~s� o tom, qtoby,
naprimer, ediniqny� (vewestvenno dvumerny�) kvadrat, le�awi� na komple-
ksno� pr�mo� v C2, imel meru 1.

4Mne pri�tno v �to� sv�zi poblagodarit~ Vladimira Dragovi�a i Darka Milinkovi�a
{ avtorov knigi Analiza na mnogostrukostima (Beograd, Matematiqki fakultet, 2003, 573
str.), podarivxih mne e�. Kniga oqen~ nasywenna�. V qastnosti, tam na stranice 337, kak raz
v sv�zi golomorfnymi krivymi, upom�nut �tot klassiqeski� fakt geometrii minimal~nyh
poverhnoste�.
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5. Zakl�qitel~nye zameqani�

Prived�nnye konstrukcii, oqevidno, dopuska�t mnogomernoe obobwenie. Ono
privodit k mnogomerno� formule Koxi-Kroftona. Dokazatel~stvo tako� fo-
rmuly, kak i e� kompleksnogo varianta, osta�ts� tem �e, qto i v rassmotrennom
vyxe proste�xem, no bazovom sluqae.

�vol�ci� voprosov, metodov i prilo�eni� integral~no� geometrii interesno
prosledit~, naprimer, sravniv knigi [1, 4, 5].
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COMPLEX CROFTON FORMULA

Vladimir Antonovich Zorich

Abstract. One of the initial and at the same time key formulas of integral geometry is
Crofton’s formula. We consider a complex version of Crofton’s formula.
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