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Abstract. Es sei eine areol�are Di�erentialgleichung

Dw = F (z; �z; w) (1)

mit der Anfangsbedingung
�a=zw = w0(z) (2)

gegeben, wobei w0(z) eine gegebene analytische Funktion ist, und

Dw = (u0

x � v0

y) + i(u0

y + v0

x) = 2w0

�z

den bekannten Di�erentialoperator von Kolossov darstellt.

In dieser Arbeit l�ost man die Gleichung (1) mit der Anfangsbedingung (2) durch eine
N�aherungsmethode vom Euler-schen Typus.

Definition 1. Es sei fW j w = w(z; �z) g die Menge der komplexen Funktio-
nen, die di�erenzierbar nach �z in einem Gebiet G sind, und es sei f
 j 
 = 
(z) g
die Menge der analytischen Funktionen in G. F�uhren wir eine Abbildung �g(z)
(g(z) ist eine beliebige analytische Funktiom) der Menge W auf die Menge 
 auf
folgende Art und Weise ein: Die Funktion 
 = �g(z)w ist eine solche Funktion,
die aus der Funktion w = w(z; �z) entstehen kann, wenn wir den Wert �z mit g(z)
vertauschen und den Wert z unver�aderlich lassen. Die Funktion 
 = �g(z)w enth�alt
keine Ver�anderliche �z, und darum ist sie analytisch. Leicht kann man sehen, dass
�g(z) die mengeW auf die Menge 
 abbildet und dass jedem Original w ein und nur
ein Bild 
 entspricht. Der geometrische Sinn dieses Operators ist folgender: Wenn
�z = g(z) die Gleichung einer glatten, einfachen, geschlossen oder nichtgeschlossen
Kontur ist, so besitzen die Funktionen w(z; �z) und �g(z)w den gleichen Randwert
auf dieser Kontur.

Es sei W (z; �z) eine gegebene komplexe Funktion die beliebig oft im Kreisring
P :

p
a� �=2 6 jzj 6 p

a+ �=2 nach �z di�erenzierbar ist. Nehmen wir an, dass die
positive Zahl b = sup bk, k = n+ 1, n+ 2, . . . , existiert, wobei bk Majoranten von
j�a=zDkW j sind. In der Arbeit [1] hat der Verfasser gezeigt, dass sich die Funktion
W (z; �z) in P durch ein areol�ares Polynom n-ter Ordnung der Form

W (z; �z) � f0(z) + (�z � a=z)f1(z) + � � �+ (�z � a=z)nfn(z);
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approximieren l�asst. Die Koe�zienten fk(z) lassen sich durch die Formel

fk(z) =
�a=zD

kW

2kk!
; k = 0; 1; . . . ;

ausrechnen, wobei

DW = (u0x � v0y) + i(u0y + v0x) = 2W 0

�z; W = u+ iv; (DkW = D[Dk�1W ])

der bekannte Operator von Kolossov ist. F�ur die Absch�atzung des Approximations-
fehlers k�onnen wir die Ungleichkeit

jRj 6 b
(�=2)n+1

(n+ 1)!
e�=2

n�utzen und jRj ! 0 wenn n ! 1. Im speziellen Fall n = 1 haben wir die
Approximation

W (z; �z) � �a=zW +
�z � a=z

2
�a=zDW (3)

mit dem Approximationsfehler jRj 6 (b�2e�=2)=8.

Es sei eine areol�are Di�erentialgleichung

DW = F (a; �z;W ) (4)

mit der Anfangsbedingung
�a=zW = w0(z) (5)

gegeben, wobei w0(z) eine gegebene analytische Funktion ist. Nehmen wir an, dass
die Funktion F (z; �z;W ) im Gebiet

� :

� p
a� �=2 6 jzj 6 p

a+ �=2

jW � w0j 6 d

stetig ist und dass sie der Bedingung jF (z; �z;W ) � F (z; �z;W1)j 6 LjW2 � W1j
gen�ugt. In seiner Arbeit [2] hat der Verfasser die Existenz einer solchen reellen
Zahl � > 0 gezeigt, dass im Kreisring P :

p
a � �=2 6 jzj 6 p

a + �=2 eine einzige
L�osung der Gleichung (4) mit der Anfangsbedingung (5) existiert.

Es sei ein endliches Intervall [a;A], (a, A 2 R) gegeben. Teilen wir dieses
Intervall auf n gleicher Abschnitten a = x0, x1 = x0 + h, x2 = x0 + 2h, . . . ,
A = xn = x0 + nh, (h = (A � a)=n) und konstruiren wir ein System von Kreisen:
Ki: �z = xi=z, (i = 0, 1, . . . , n). Eine nichtanalytische, komplexe Funktion kann
einerseits in der expliziten Form W = W (z; �z) erscheinen. Andererseits l�asst sie
sich auch in der Form einer Tabelle, wenn ihre Grenzenwerte auf den gegebenen
Kreisen W (z; �z)jKi

bekannt sind, darstellen. Durch Ausn�utzung des Operators � ist

manchmal m�oglich, eine Folge der analytischen Funktionen w0(z), w1(z), . . . , wn(z)
zu konstruiren, dere Grenzenwerte auf Ki mit den entsprechenden Grenzenwerten
von W (z; �z) identisch sind. Darstellung einer nichtanalytischen Funktion W (z; �z)
in folgender tabellaren Form

Ki K0 : �z = x0=z K1 : �z = x1=z . . . Kn : �z = xn=z

wi(z) w0(z) w1(z) . . . wn(z)
(6)
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nennen wir �-Repr�asetation dieser Funktion auf dem System der Kreissen Ki.
Wenn �xi=zW (z; �z) = wi(z), (i = 0, 1, . . . , n), so ist die Repr�asentation (6)
eindeutig und jedem Wert �z = xi=z entspricht eine und nur eine analytische Funk-
tion wi(z). In siner Arbeit [3] hat der Verfasser das sgn. �-Interpolationspolynom
konstruirt, das die nichtanalytische FunktionW (z; �z) approximiert und der Tabelle
(6) entspricht.

Suchen wir die n�aherungsweise L�osung der Aufgabe (4){(5) in der Form (6).
Dabei suchen wir solche Folge der analytischen Funktionen wi(z), (i = 0, 1, . . . ,
N) dere Grenzenwerte auf den Kreisen �z = xi=z, (xi+1 � xi = h = (A� a)=N) mit
den Grenzenwerten der exakten L�osung n�aherungsweise gleich sind.

Die Formel (3) auf Grund (4) geht in

W (z; �z) � �a=zW +
�z � a=z

2
�a=zF (z; �z;W ) (7)

�uber.

Den ersten n�aherungsweisen Wert w1 erhalten wir durch Anwendung des Op-
erators �x1=z auf (7), d.h.

�x1=zW = w1 = �a=zW +
x1 � a

2z
�a=zF (z; �z;W )

oder w1 = w0 +
h

2z
F (z; x0=z; w0):

Auf dem Kreis �z = x1=z geht die Formel (7) in

W (z; �z) � �x1=zW +
�z � x1=z

2
�x1=zF (z; �z;W ) (8)

�uber.

Den zweiten n�aherungsweisen Wert w2 erhalten wir durch Anwendung des
Operators �x2=z auf (8), d.h.

�x2=zW = w2 = w1 +
h

2z
F (z; x1=z; w1):

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir auf eine gleiche Art und Weise
die allgemeine rekurrente Formel

wn+1 = wn +
h

2z
F (z; xn=z; wn) (9)

die uns die n�aherungsweise L�osung der Aufgabe (4){(5) in der tabellaren Form (6)
gibt.

Beispiel. Es sei die areolare Di�erentialgleichung

DW =W (10)

mit dem Anfangsbedingung
�0W = 1 (11)
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gegeben. Teilen wir das Intervall [0; 1] auf N gleicher Abschnitten h = 1=N , xn =
nh, (n = 0, 1, . . . , N) und konstruiren wir ein System von Kreisen Kn: �z = xn=z,
(n = 0, 1, . . . , N). Man soll die �-Repr�asentation der n�aherungsweisen L�osung
von der Aufgabe (10)-(11) in der tabellaren Form (6) �nden und den Fehler auf
dem n-ten Kreis absch�atzen. Hier ist F (z; xn=z; wn) = wn und

wn+1 = wn +
h

2z
wn = wn(1 + h=2z): (12)

Die allgemeine L�osung der Di�erenzengleichung (12) hat die Form wn = (1 +
h=2z)n'(z), wobei '(z) eine beliebige analytische Funktion ist. Durch Ausn�utzung
der Anfangsbedingung (11), (n = 0) erhalten wir w0 = '(z) = 1 und

wn = (1 + h=2z)n = (1 + h=2z)xn=h:

Anderseits hat die exakte L�osung der Aufgabe (10){(11) die Form W (z; �z) =
e�z=2 und �xn=zW = exn=2z. Nach einer k�urzen Rechnung erh�alt man

wn = exn=2z(1� xnh=8z
2) +O(h2)

und
e(xn) = j�xn=zW � wnj = jexn=2zxnh=8z2 +O(h2)j:

Dabei sehen wir dass e(xn)! 0 wenn h! 0.

Bemerkung 1. N�aherungsweise Methode vom Euler-schen Typus (9) f�ur die
Aufgabe (4){(5) l�asst sich verallgemeinern. Anstatt (9) k�onnen wir die allgemeine
lineare Methode der Form

kX
i=0

�iWn+i =
h

2z

kX
i=0

�iFn+i (13)

betrachten. Wegen Fn+i = F (z; xn+i=z; wn+i) stellt die Relation (13) im allge-
meinen Fall eine nichtlineare Di�erenzengleichung dar.

Definition 2. Es l�asst sich die sgn. �-Abweichung der methode (13) auf dem
n-ten Kreis Kn: �z = xn=z als e(xn) = j�xn=zW � wnj de�nieren, wobei die Folge
der analytischen Funktionen f�xn=zWg, n = 0, 1, . . . , N , die �-Repr�asentation
der exakten L�osung ist und die Folge fwng, n = 0, 1, . . . , N , die �-Repr�asentation
der n�aherungsweisen L�osung von der Aufgabe (4){(5) darstellt.

Definition 3. Die �-Repr�asentation fwng der n�aherungsweisen L�osung kon-
vergiert nach der �-Repr�asentation f�xn=zWg der exakten L�osung von der Aufgabe
(4){(5) im Falle wenn

lim
h!0

e(xn) = lim
h!0

j�xn=zW � wnj = 0:

Diese Konvergenz nennen wir �-Konvergenz, wenn es sich um die �-Repr�asentation
der nichtanalytischen Funktionen handelt.
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Bemerkung 2. Im speziellen Fall reduziert sich die lineare n�aherungsweise
Methode (13) auf die Methode vom Euler-schen Typus. Die Frage der �-Konvergenz
von der Euler-schen Methode (9) l�asst sich �ahnlich wie bei der Euler-schen Meth-
ode zum n�aherungsweisen Au
�osen der gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen y0 =
f(x; y), y(x0) = y0 untersuchen (siehe [4], s.24-32).
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